
108 學年度北二區 (新竹高中) 

高級中等學校數理及資訊學科能力競賽 

數學科筆試（一）試題 

編號：              （學生自填） 

注意事項： 

1. 本試卷共三題計算證明題，滿分為 49 分。 

2. 考試時間：2 小時。  

3. 試題及計算紙必須連同答案卷交回。 

4. 將演算過程依序填寫在答案卷內。 

 

問題一：如圖，銳角 △ 𝐴𝐵𝐶 中，令 𝐼 為 △ 𝐴𝐵𝐶 的內心，

∠𝐴、∠𝐵、∠𝐶 的內角平分線分別交 △ 𝐴𝐵𝐶 的外

接圓於 𝐷、𝐸、𝐹 點，且 △ 𝐺𝐻𝐾 的三邊 𝐾𝐻തതതത、𝐾𝐺തതതത、

𝐺𝐻തതതത 分別為 ∠𝐴、∠𝐵、∠𝐶 的外角平分線。 

1. 證明 𝐷 點到 𝐵、𝐶、𝐺、𝐼 四點的距離相等； 

2. 證明 △ 𝐺𝐻𝐾 的面積等於六角形 𝐴𝐹𝐵𝐷𝐶𝐸 面積的 

2 倍。  

 

 (16 分) 

問題二：試求出最小的正整數 𝑛 ，使得可以找到一個整數數列 𝑎, 𝑎ଵ, 𝑎ଶ, … , 𝑎, … 

滿足： 𝑎 = 1, |𝑎 − 𝑎ିଵ| = 𝑘ଶ (𝑘 ≥ 1)  且 𝑎 = 2019。 

  (16 分) 

問題三： 

1. 證明對於每個正整數 𝑛 ≥ 2 與兩實數 𝑥, 𝑦 滿足 𝑥 ≥ 𝑦 > 0，皆有 

𝑥 + 𝑦 ≤ ቀ𝑥 +
௬

ଶ
ቁ



 。 

2. 設 𝑎, 𝑏, 𝑐 是三角形的三邊長，且 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 = 1。利用 1. 的結論證明對

於 𝑛 ≥ 2 皆有 

√𝑎 + 𝑏
+ √𝑏 + 𝑐

+ √𝑐 + 𝑎
< 1 +

√ଶ


ଶ
 。 (17 分) 
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108 學年度北二區 (新竹高中) 

高級中等學校數理及資訊學科能力競賽 

數學科筆試（二）試題 

編號：              （學生自填） 

注意事項： 

1. 本試卷共七題填充題，每題 3 分，滿分為 21 分。 

2. 考試時間：1 小時。 

3. 試題及計算紙必須連同答案卷交回。 

4. 將答案依序填寫在答案欄內。 

 

1. 若 𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷 為球面 𝑆 上四點，其中直線 𝐷𝐴, 𝐷𝐵, 𝐷𝐶 兩兩互相垂直， 

且 𝐷𝐴 = 𝐷𝐵 = 𝐷𝐶 = 𝑎，則此球面 𝑆 的直徑為    ( 一 )   。 

2. 已知三角形三邊長皆為正整數、成等差數列、恰有兩個是質數，且周長為 99，

這樣的三角形有    ( 二 )   個。 

3. 設 𝑃 為長方形 𝐴𝐵𝐶𝐷 邊上一點，由 𝑃 點分別向對角線作垂線 𝑃𝐸 ⊥ 𝐴𝐶，

𝑃𝐹 ⊥ 𝐵𝐷， 且 𝐸, 𝐹分別在 𝐴𝐶 和 𝐵𝐷 上。若長方形 𝐴𝐵𝐶𝐷 的長寬分別為 

4 與 3，則 𝑃𝐸 + 𝑃𝐹 的長度為   ( 三 )   。  

4. △ 𝐴𝐵𝐶中，若 𝐵𝐶തതതതଶ + 𝐴𝐶തതതതଶ = 6𝐴𝐵തതതതଶ，則 ቀ
ଵ

୲ୟ୬ 
+

ଵ

୲ୟ୬ 
ቁ tan 𝐶 =    ( 四 )   。 

5. 給定拋物線 𝑦ଶ = 4𝑥 及 𝐴(2,0), 𝐵(−2,0) 兩點。過 𝐵 點且斜率為 𝑚 的直線

交拋物線於 𝑃、𝑄 兩點。則直線 𝐴𝑃 與 𝐴𝑄 的斜率之和為    ( 五 )    

（請以𝑚表示）。 

6. 方程式 𝑥ହ − 𝑥ଷ − 𝑥ଶ − 𝑥 − 1 = 0 共有 5 個複數根，這些根的五次方總和為 

   ( 六 )   。 

7. 已知 0 < 𝑥 ≤
గ

ଶ
, 0 < 𝑦 ≤

గ

ଶ
。設 𝑧ଵ =

ୡ୭ୱ ௫

ୱ୧୬ ௬
+

ୡ୭ୱ ௬

ୱ୧୬ ௫
𝑖，且 |𝑧ଵ| = 2。若 𝑧ଶ =

√𝑥 + ඥ𝑦𝑖，則 |𝑧ଵ − 𝑧ଶ| 的最大值為   ( 七 )   。 



108 學年度北二區 (新竹高中) 

高級中等學校數理及資訊學科能力競賽 

數學科口試試題  

                    

                           編號：                   （學生自填） 

注意事項： 

1. 本口試卷共兩題，思考時間 15 分鐘；參賽者可先在計算紙上作答，口試答辯

時間 15 分鐘，並繳回計算紙。 

2. 本項測驗著重解題技巧、表達能力與邏輯思維，參賽者不需要太專注於計算的

細節。 

【試題一】 

1. 將 {1,2,3, … ,9} 分成兩組，使得一組的數字和等於另一組的數字積。 

2. 求出所有奇數 𝑛，使得可以將 {1,2,3, … , 𝑛} 分成兩組，讓一組的數字和等於

另一組的數字積。 

【證明】 

 

 

【試題二】 

如圖，平面上有半徑分別為 𝑅、𝑟ଵ、𝑟ଶ 的圓 𝑂、圓 𝑂ଵ和

圓 𝑂ଶ，其中圓 𝑂ଵ 和圓 𝑂ଶ 外切於 𝐴 點，且此兩圓分別與

圓 𝑂 內切於 𝐵、𝐶 兩點。 

證明線段 𝐵𝐶 的長度為 2𝑅 ∙ ට
భమ

(ோିభ)(ோିమ)
。 

【證明】 
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108 學年度北二區 (新竹高中) 

高級中等學校數理及資訊學科能力競賽 

 (數學科筆試一答案卷) 

 

     編號：                    （學生自填） 

注意事項： 

1. 本試卷共三題計算證明題，滿分為 49 分。 

2. 考試時間：2 小時。 

3. 試題及計算紙必須連同答案卷交回。 

4. 將演算過程依序寫在答案卷內。 

 

評  分  欄 
 

題 號 問 題 一 問 題 二 問 題 三 

評 分    

  

 

 

總分：                      



問題一：如圖，銳角 △ 𝐴𝐵𝐶 中，令 𝐼 為 △ 𝐴𝐵𝐶 的內心，∠𝐴、∠𝐵、∠𝐶 的內

角平分線分別交 △ 𝐴𝐵𝐶 的外接圓於 𝐷、𝐸、𝐹 點。且 △ 𝐺𝐻𝐾 的三邊 

𝐾𝐻തതതത、𝐾𝐺തതതത、𝐺𝐻തതതത 分別為 ∠𝐴、∠𝐵、∠𝐶 的外角平分線。 

1. 證明 𝐷 點到 𝐵、𝐶、𝐺、𝐼 四點的距離相等； 

2. 證明 △ 𝐺𝐻𝐾 的面積等於六角形 𝐴𝐹𝐵𝐷𝐶𝐸 面積的 2 倍。  

   (16 分) 

  

【證明】： 

𝐴 

𝐾 

𝐻

𝐹 

𝐵 

𝐺 

𝐷 

𝐶 

𝐸 

𝐼 



問題二：試求出最小的正整數 𝑛，使得可以找到一個整數數列 𝑎, 𝑎ଵ, 𝑎ଶ, … , 𝑎, … 

滿足： 𝑎 = 1, |𝑎 − 𝑎ିଵ| = 𝑘ଶ (𝑘 ≥ 1)  且 𝑎 = 2019。 

 (16 分) 

【證明】： 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



問題三：  

1. 證明對於每個正整數 𝑛 ≥ 2 與兩實數 𝑥, 𝑦 滿足 𝑥 ≥ 𝑦 > 0，皆有 

𝑥 + 𝑦 ≤ ቀ𝑥 +
௬

ଶ
ቁ



 。 

2. 設 𝑎, 𝑏, 𝑐 是三角形的三邊長，且 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 = 1。利用 1. 的結論證明對

於 𝑛 ≥ 2 皆有 

√𝑎 + 𝑏
+ √𝑏 + 𝑐

+ √𝑐 + 𝑎
< 1 +

√ଶ


ଶ
 。 (17 分) 

【證明】：  

 

 

 

 

 

 

 



108 學年度北二區 (新竹高中) 

高級中等學校數理及資訊學科能力競賽 

 (數學科筆試二答案欄) 

 

     編號：                    （學生自填） 

注意事項： 

1. 本試卷共七題填充題，每題 3 分，滿分為 21 分。 

2. 考試時間：1 小時。 

3. 試題及計算紙必須連同答案卷交回。 

4. 將答案填寫在答案欄內。 

 

答  案  欄 

 

總分：                      

 

( 一 ) ( 二 ) ( 三 ) ( 四 ) 

    

( 五 ) ( 六 ) ( 七 ) 

   


